Chapitre 2 : Cinématique du point -
Rappels.
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I. Dérivation vectorielle - Rappels

1) Dérivée d'un vecteur - Définition

La dérivée du vecteur V (t) par rapport a t dans le repeére R est le vecteur :

d—2  V(E+h -V
[Ev(t)]R = jimg h

Remarques :
e testassocié au temps.

e Ladérivée de V dépend du repére de dérivation. Cest-a-dire [% V(t)] * [% V(t)]
R R/

2) Interprétation géométrique

P(t+h)
. /
/
/ d i—’] ;
C [EV(t)] [dt V(t) . est un vecteur tangent a la courbe C au
] ! point P(t).
V(ti+ h) —— P(t)
V(o)
0 7

3) Propriétés

s [0 = vl + Ve,

o :%W]R =AV+2 [%V]R avecl = %/1
o |GWEW)| =5 En ]

B CTNA] Rl A R AR A

. :%V(Q(t))]R = [%V]R x 0



4) Dérivée d’'un vecteur exprimé dans la base de dérivation

Soit un vecteur exprimé de la maniére suivante :
V=axX+by+cZ
Compte tenu des propriétés énoncées plus haut :

d —_ .
[%V]R — 4R+ by + 7

II. Changement de la base de dérivation

Soit R = (0,X,y,Z) et R, = (0,x7,Y;,2;) deux repéres orthonormés directs. Considérons un vecteur
V exprimé dans la base du repére R,: V = ax; + by; + cz;, (a, b et ¢ fonction du temps) et

cherchons la dérivée du vecteur par rapport a t dans R.

Avant de déduire pour le cas général, nous allons chercher pour le cas particulier ol Z = 7;.

= Ny
Il
&

1) Cas particulier: Z = z;

Un seul parametre angulaire suffit pour

Y, orienter R par rapport a R;.
6 = (x,x1) et = f(t)

<y

Donc [% V]R = [% (ax; + by; + cEf)]R = [% ax;| + [% bﬁ’]R + [% cz_{]R

d = . — d — [ Q— d — “— d —
EV]R =axi+a [Exl]R + by, +b [Eyl]R +czi+c [521]}2
OraZ + by + ¢z = [SV| .Deplus|S7| =0
rax ytciz=|_ Ry e plus dtle— .

R i_) _ i_) i—) i—)
Dou [dtV]R_ dtV]R1+a[dtx1]R+b[dty1

g
d — = o .
Pour calculer — Xi| on considere que le vecteur unitaire x; est fonction du temps par
R

I'intermédiaire de 6.

On pose % [6(£)] donc [%x—l’]R = [%Tl]R X 0 (avec = %9).



Si on exprime le vecteur unitaire x; dans le repére R, on a:
d — d - . - . - - . d — —_— s . )

[—xl] = [— (cos 6x + sin By)] = —sin 8x + cos 8y, soit [—xl] =7y, (dérivée d’un
de g do R de " 1p 1

vecteur unitaire = rotation d’angle % suivant ).
n d —_ —_
De la méme fagon, [—y ] = —Xxq.
a6”1 |p

Dol [% V]R = [% I7]R1 + ady; — bx;

d = d = Ly — — —.
ou encore [— V] = —V] + 0z A (axq + by, + czq).
dt R dt Ry 1

On pose : O, , = 07.
R

Le vecteur QRI/ est appelé vecteur vitesse de rotation de R, par rapport a R. D'ou :
R

(57| =[57] +2m, ATs;
dt 1~ ldt Ig, TR R

2) Généralisation - Formule de la base mobile

Si Ry est défini par rapport a R suivant trois angles «; (i = 1,2,3) mesurés respectivement autour des
3 vecteurs unitaires e,(i = 1,2,3) :

Exemple des trois angles d’Euler

a =y, a=20, as =@
—)=§,

€

—

ez=‘l_l.), €3 =27;

, Z Oz,
v — _
zZ V1
©7 y w %
9 > 3
Y oy 7
u X7



En considérant QRI/ =¥? .(a;e,) avec QRl/ vecteur vitesse rotationnel de Rl/R, on démontre
R R
[£7] = [£7] +0m, A7
que dt R  lat R, Rl/R '
-» Cette formule est dite « de la base mobile », et elle permet - si le vecteur a dériver est constant
dans R; - de remplacer une dérivation vectorielle en simple produit vectoriel.

III. Propriété du vecteur rotation Q

1) Composition du vecteur rotation

Si on considére le vecteur V :
V], = &P, Oy AV
[

En ajoutant, on a

= [% V)]Rn + ﬂRn/Rn_l AV

Rp—1

W[E7], =[GV, + [, ot Bry |2V

On peut aussi écrire de Ry a R, directement :

L], =[P, + T a7

de (1) et (2) on déduit :

n

O = Z 0
Rn/R1 Rl/RL—l

=2

Formule de composition des vitesses angulaires

Inversion de bases de dérivation

On démontre également que :

oy = MRy
1 2



IV. Vecteur vitesse d’'un point par rapport a un repére

1) Définition

Le vecteur vitesse d’un point P par rapport a R a la date t est la dérivé du vecteur position OP(t) par
rapport a t dans R.

. d ——
VP/R = [& OP(t)]R
2) Interprétation géométrique

Comme on I'a vu pour l'interprétation gé¢ométrique d’un vecteur, le vecteur vitesse de P par rapport
a R, aladate t, est un vecteur tengent au point P(t) a la trajectoire T du point P dans R

V. Vecteur accélération d’'un point par rapport a un repere

Le vecteur accélération d’un point P par rapport a R, a la date t, est la dérivé du vecteur vitesse Vp/R

par rapport a t dans R.

- d —,
FP/R - [EVP/R R



